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Ein Oberring B eines Ringes A mit demselben l-Element heil3e Potenz- 
basiserweiterung (Pbe), wenn BA ein freier A-Modul ist und eine Basis der 
Form 1, X, X2 ,..., Xt oder der Form 1, X, X2,... besitzt. Jedem Element 
b =f(X) = Ci Xia, la& sich die gr6Dte Zahl i, fur die ai # 0 ist, als Grad 
f(X) zuordnen. 
Die Gradfunktion ist der fundamentale Begriff, auf den sich die Konstruk- 
tion kommutativer Kiirper griindet. Das Hauptanliegen dieser Arbeit ist, 
die in der Theorie kommutativer K&per bewahrten Methoden fiir die nicht 
kommutative Theorie nutzbar zu machen. 
Wegen der Eindeutigkeit der Darstellung b =f(X) fur jedes b aus B gibt 
es Endomorphismen TV , or ,..., TV ,... der additiven Gruppe von A, so dal3 
aX = (42~~) + X(UT,) + --a + Xn(mn) fiir UEA. 0) 
Sind alle Potenzen von X, einschlieDlich X0 = 1, linear unabhangig 
iiber A, so heiBe B Polynomring iiber A in der Unbestimmten X, 
B = A[X, to , t, ,..., 2, ,... 1. Die Folge r. , or ,... braucht nicht abzubrechen, 
obwohl natiirlich zu jedem a E A das Bild uTi von 7i nur fiir endlich viele 
Indizes i von Null verschieden ist. Die Ringe B = A[X; 7. , pi] sind die 
Ore’schen Polynomringe. 
Fiir die Ore’schen (und insbesondere die klassischen) Polynomringe tiber 
einem nullteilerfreien Ring erfiillt die Funktion Grad die Bedingung 
Grad (fg) = Gradf + Grad g. (ii) 
1st dagegen 71 > 1, so gilt nach Gleichung (i) 
n = Grad (ax) > Grad a + Grad X = 1. 
In dem Sonderfall der Polynomringe mit TV = 0 gentigt statt dessen die 
Funktion 
gradf(X) = grad c X4ai = Min {i, ud # 0} 
* Der Verfasser ist Stipendiat der Deutschen Forschungsgemeinschaft. 
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der Formel (ii). Diese Eigenschaft, aus der unmittelbar die Nullteilerfreiheit 
folgt, wird zum Beweis von Satz 5 benutzt. 
1st A ein KGrper, so ist jedes zweiseitige Ideal einer Pbe B/A ein Haupt- 
ideal (in dem Sinne, da0 es durch ein Element erzeugt wird (Satz 2)), und 
samtliche maximalen Ideale werden durch “irreduzible Polynome” erzeugt 
(Satz 3), wenn man diesen Begriff geeignet definiert (Definition 3). Die 
Bestimmung der Irreduzibilitiit ist natiirlich nicht leichter als im kommuta- 
tiven Fall, aber grundsatzlich such nicht schwieriger. 
Urn eine Vorstellung von den Beziehungen au geben, denen die 7i eines 
Polynomringes geniigen miissen, bezeichnen wir mit 7jk: die durch 
aXk = x.j X~(UT,,) definierten Endomorphismen der additiven Gruppe von 
A und mit T die Matrix (Tag). Dann gilt (au’) T = (a) T(u’) T, und die 7jK 
sind Funktionen der 7i , namlich 
Tj& = C 7il ***T~~ (Sat2 4). 
i,+. . .+ir=i 
Wesentlich einfacher gestalten sich die Verhaltnisse, wenn 70 = 0 ist. 
Dann ist T eine Dreiecksmatrix, die 7ii sind (Ring-) Endomorphismen und 
gleichT,*, dier,+lc,i sind Ableitungen K-ter Ordnung im Sinne von Definition 4. 
Polynomringe der Form B = A[X;7, ,~s ,...I iiber einem Korper A lassen 
sich in einen K&-per einbetten (Sam 5). Das 1iiBt sich sehr einfach mit Hilfe 
des Einbettungssatzes von P. M. Cohn beweisen, indem man zeigt, da8 B 
ein gefilterter Ring ist, fur dessen assoziierten gradierten Ring gilt 
G(B) = 4X; 4, welcher Ring bekanntlich die Ore-Bedingung erfiillt. 
Die einfachsten Polynomringe, die nicht die Form A[X, ~a, TJ haben, 
sind die Ringe A[X, TV , r,$ Polynomringe der Form A[X,T, , T1 ,T2] 
hat P. M. Cohn in [2], p. 548, Lemma 1 und (54), angegeben. 
DEFINITIONEN UND BEISPIELE 
Wir beginnen mit der 
DEFINITION 1. Eine Erweiterung B 2 A zweier Ringe mit demselben 
l-Element heil3e Potenzbasiserweiterung (Pbe), wenn der A-Modul BA eine 
(linear unabhingige) Basis der Form 
1) x, xs, . ..( xt, 1 eine natiirliche Zahl, 
oder 
1, x, x2,... 
besitzt. Im zweiten Fall sol1 B such Polynomring (iiber A in der Unbe- 
stimmten X) genannt werden. 
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B&pi&. 1. Ein Kijrper K vom Rang n2 fiber seinem Zentrum 2 
ist Pbe iiber jedem Teilkorper M = Z(a) vom Rang n iiber 2 ([4], S. 182, 
Theorem 3 und Cor.). 
2. 1st B / A eine Pbe iiber einem KGrper A und i? ein homomorphes 
Bild von B mit i, = 1,) so ist B 1 A eine Pbe von A. 
3. Jeder Polynomring A[X] in einer Unbestimmten, allgemeiner jeder 
Ore’sche Polynomring A[X; 7s , pi] (mit aX = ups + X(~T,)) ist Polynom- 
ring im Sinne von Definition 1. 
DEFINITION 2. Sei B = C XiA eine Pbe von A und f(X) = C Xia, 
ein Element aus B. Der hochste Index s, fur den a, f 0 ist, heiBe der Grad 
von f(X) und werde mit Gradf(X) bezeichnet. 1st f(X) = 0, so werde 
Grad f(X) = - 1 gesetzt. 
EURLIDISCHER ALGORITHMUS UND HAUPTIDEALEIGENSCHAF 
Eine Pbe ist euklidisch im Sinne von 
SATZ 1. f(X) und g(X) seien Elemente einer Pbe B 1 A, der hiichste Koef- 
Jizient von g(X) sei 1. Dunn existieren Elemente r(X) in B und ai in A, so dap 
f(X) = c -Q(X) ai + 4q und Grad r(X) < Grad g(X). 
z 
Beweis. Es sei f(X) = Ct Xic, , g(X) = Cr Xid, , Grad f (X) = n, 
Grad g(X) = m. 1st m > n, so haben r(X) = f (X) und Ui = 0 die gewiinschte 
Eigenschaft. Sei also m < n. Dann ist der Grad n, von 
fi(X) =fW) - X"-"lg(X)Gl 
kleiner als n. 1st noch n, > m, so 1aBt sich abermals ein “Vielfaches von g(X)” 
subtrahieren, und man erhah ein Polynom fi(X) vom Grad na . SchlieBlich 
wird nach dem K-ten Schritt nk < m. 
Im Folgenden werde A stets als Korper vorausgesetzt. 
SATZ 2. In jedem Ideal I einer Pbe B iiber einem K&per A gibt es ein 
Element m(X), das I erzeugt, I = (m(X)). 
Beweis. Es sei m(X) # 0 ein Element aus I mit kleinstm6glichem Grad. 
Ftir f(X) E I gilt dann nach Satz 1 
f(x)=CXWX)ai + y(X), Grad T(X) < Grad m(X). 
2 
Mit f (X) und m(X) ist such r(X) in 1, nach Voraussetzung iiber m(X) daher 
r(X) = 0, also f (X) in (m(X)). 
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IRRBDUZIBLE ELEMENTE 
DEFINITION 3. Ein Element g(X) einer Pbe B = 0: X”A (t eine natiir- 
lithe Zahl oder co) heiDe irreduzibel, wenn aus g(X) = Ci X%(X) ai und 
s + Grad U(X) < t folgt (u(X)) = B oder s = 0. 
SATZ 3. B sei eine Pbe iiber einem Kiirper A und I ein Ideal von B. Der 
Restklassenring B/I ist genau dann einfach, wenn I durch ein irreduzibles Ele- 
ment erzeugt wird. 
Beweis. B/I sei einfach. 1st g(X) # 0 ein Element aus I mit minimalem 
Grad, so gilt I = (g(X)) nach dem Beweis von Satz 2. Angenommen, es 
gibt eine Darstellung g(X) = Ci X%(X) ai , dann folgt B 2 (u(X)) 1 (g(X)), 
also entweder B = (U(X)) oder (u(X)) = (g(X)). Im zweiten Fall mu0 s = 0 
sein wegen der Minimalitgt von Grad g(X), also ist g(X) irreduzibel. 
Sei umgekehrt g(X) irreduzibel. Fiir jedes Element f(X) E B, f (X) $ I, 
gibt es nach Satz 1 Elemente ai1 in A und r,(X) in B, so da0 
f(X) = 1 -q&q 4 + &q, Grad rl(X) < Grad g(X). (1) 
1st rl(X) # 0, so gibt es Elemente at in A, r,(X) in B, so daD 
g(X) = c X%(X) ai2 + 72(X), Grad r2(X) < Grad ul(X). (2) 
Da der Grad immer kleiner wird, mul3 r,+,(X) im k + l-ten Schritt ver- 
schwinden: 
7,-2(X) = c -%-l(X) aSIC + rk(X), Grad rlc(X) < Grad yxml(X), (4 
r,-,(X) = c X’Y,(X) u;“. (k+ 1) 
Aus (2),..., (k), (k + 1) folgt, daD sich g(X) als “Vielfaches von rk(X)” 
darstellen Wt. Nach Voraussetzung iiber g(X) ist daher (r,(X)) = B. 
Andrerseits folgt aus (k), (k - l),..., (2), (l), da13 rk(X) als “Vielfachsumme 
von g(X) und f(X)” darstellbar ist. Daher ist (g(X)) + (f(X)) = B, also 
B/(g(X)) einfach. 
POLYNOMRINGE 
Jede Pbe B 1 A mit dim BA = t definiert einen Homomorphismus T von 
A in den Ring M,(A) der (2, t)-Mat&en iiber A, der eindeutig bestimmt ist 
durch 
ax = (UT,) + X(UT,) + *-* + X”(UT,), n d 6 aEA, (1) 
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und, wenn t endlich ist, 
t+1 
f(X) = c Xia, = 0. (2) 
0 
Wir wollen im Fall der Polynomringe (wenn also (2) entfallt) den Homo- 
morphismus T mit Hilfe der 7i berechnen. Dazu setzen wir 
axi = c Xj(UTj,), Tjl = Tj; 
j 
T sei also die unendliche Matrix (TJ. Es ist 
ax = c xiyuTi,), 
21 
ax2 = (UX) x = F Xi+zTi,) x = iz, XdlxiyuTilTb) = c xj c (aTi&), 
1 j i,+i,=j 
d.h .Tj2 = 
Durch vollstandige Induktion beweist man 
Tjk = 1 Til “‘Tik a 
i,+. .+&pi 
Regel. 7jlc ist die Summe aller Summanden mit K Faktoren aus (T,, , or ,...}, 
deren Indexsumme gleich j ist. 
Die Homomorphiebedingung 
(au’) T = (u) T(u’) T 
oder 
(ud) rik = C (UT,) (~‘7~~) fur alle (i, k) (4 
i 
ist gleichbedeutend mit der Assoziativitatsbedingung 
(au’) X” = a(a’Xk) fiir R = 1, 2,..., (b’) 
denn die Linksmultiplikationen mit den Elementen au’, a, a’ sind Endomor- 
phismen von BA , deren Matrizen (au’) T, (a) T, (a’) T sind. Fiir die Kon- 
struktion von Polynomringen ist es wichtig, daS (b) fiir K = 1, 2, 3,... bereits 
gilt, wenn (b) fur K = 1 gilt. Das folgt aus (b’) durch Induktion nach K, wenn 
man 
definiert. 
(u(u’Xk)) x = u((u’Xk) X) = a(u’Xk+l) 
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SATZ 4. Eine Folge T,, , TV , r2 ,. . . von Endomorphismen der additiven Gruppe 
ekes Ringes A (mit 1) dejkiert genau dann einen Polynomring 
B = A[X;T,, ,T~ ,,r2 ,...I 
iiber A in der Unbestimmten X, wenn gilt 
(aa’)Ti = c (aTij) (a’Tj) fiir i = 0, l,..., 
wobei Tij durch (a) dejiniert ist. Dabei werde Tn+l = Tn+2 = a** = 0 gesetxt, 
wenn die Folge To , Tl ,... bei T,, abbricht. (In diesem Fall gentigt es, Gleichungen 
mit i < nn xu betrachten, da fiir i > nn entweder 7j oder Tij verschwindet.) 
DIE POLYNOMRINGE A[X;T~ ,T~ ,...I 
1st T,, = 0, so folgt aus (a), da13 Tjk = 0 ist, wenn die Zahl k der Faktoren 
grijl3er als die Indexsumme j ist; d.h. T ist eine (untere) Dreiecksmatrix. 
Dann folgt aus (b) 
(aa’) Tii = (aTif) (a’T#i) 
(aa’)Ti.i--1 = (aTi.i-1) (Q’Ti-l.i--1) + hi> (a’Tt.i--1) 
(c2a’)Ti.k = (aTik) (a’%) + (aTi.k+l) (a’Tk+l.lc) + *‘* + (aTii) (a’Ti& 
d.h. Tfi = Tj . 1st ein Endomorphismus von A, Tisiel eine (Tie’, Tit)-Ableitung, 
allgemein: Tik ist eine Ableitung (i - k)-ter Ordnung im Sinne von 
DEFINITION 4. Ein Endomorphismus 7 der additiven Gruppe eines 
Ringes A heil3e Ableitung 0-ter Ordnung, wenn 
(aa’)T = (aT) (a’T) fur alle a, a’ E A, 
d.h. wenn 7 Endomorphismus von A ist. Ein Endomorphismus 7 der addi- 
tiven Gruppe von A heiRe Ableitung (Derivation) n-ter Ordnung, wenn es 
Ableitungen {uj , pj , 0 < j < n, a,, = pn = T} der Ordnung j < n gibt, so da0 
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DIE POLYNOMRINGE A[X;T, ,T,J 
B sei ein Polynomring fiber A in der Unbestimmten X mit der Trans- 
formationsregel aX = X(~T,) + X”(UT,), d.h. B = A[X; 7r , ~~1. Wir wollen 
die Bedingungen von Satz 4 fur diesen Spezialfall berechnen. Satz 4 ergibt 
(a+, = (UT,> (U’Tl) + (UT,,) (a’d. 
Fur K = 1 bzw. n ist 
(uu’)T~ = (ml) (a’~~), da 7rn = 0 wegen (a); 
(u+-n = (UT,) (a’?) + (%a) (U’T,). 
wegen (a) ist Tnn = Tin, also ist 7, eine (or , T,“)-Ableitung. Fur K # 1, tl ist 
0 = (u%) (U’Tn) fiir jedes (a, a’) E A x A. 
1st speziell A ein K&per, so folgt daraus Tkn = 0 fiir K # 1, n. Da nur die 
Indizes 1 und 12 in Frage kommen, folgt aus (a) K = s . 1 + (n - s) n, 
wobei s die Hriufigkeit von T1 in jedem Summanden von Tkn bezeichne. Nur 
fur diejenigen k # 1, n, die sich in der Form 
k=s+(n-~)n=na-+-l) 
darstellen lassen, liefert t,, = 0 eine Bedingung (sonst ist Tkn sowieso 0). 
Ferner kann man sich nach Satz 4 auf K < n2 beschranken. Das liefert die 
n Bedingungen 
s = 0, k, = n2, Tkon = Tnn = 0 
s= 1, k, = fz2 - (n - l), 
n-1 
Tkln = 717~~ + TnT1T;-2 + ’ .’ + T;-lTl = 0 
s = 2, k, = n2 - 2(n - l), 
2 n-2 
TkZn = 71 7, + T1Tn71rn 
n--9 + . . . +T;-2Tt = 0 
s=n-1, knml = n2 - (n - 1)” = 2n - 1, 
Tk,.mgz =TI n-l*n + **a +T,T~-~ = 0. 
Diese 12 Bedingungen sind z.B. in den folgenden Fgllen (a) und (b) erfiillt: 
TlTn = 7~71 , n = Charakteristik von A, Tnn = 0. (4 
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Denn dann ist T~,~ = (:)~i?,, , also gleich 0, da (T) durch rr teilbar ist fur 
jede Primzahl rr und s = 1, 2 ,..., rr - 1. 
?I. = 2”, m > 0, rnn = 0. (b) 
Dann ist 7 kllE Summe von (t) gleichen Summanden wechselnden Vorzeichens, 
also gleich Null, da (t) fiir s = 1,2,..., n - 1 durch 2 teilbar ist. 
EINBETTUNG DER POLYNOMRINGE A[X;T~,T~,...] IN EINEN K~RPER 
SATZ 5. Jeder PoIynomring A[X* , TV , r2 ,..a ] iiber einem K&per A ZiiJot 
sich in einen K&per einbetten. 
Zum Beweis von Satz 5 benutzen wir den Einbettungssatz von P. M. Cohn. 
1st R ein gefilterter Ring, dessen assoziierter gradierter Ring G(R) die Ore- 
Bedingung erfiillt, dann la& sich R in einen K&per einbetten. Es werde 
kurz an die vorkommenden Begriffe erinnert: 
DEFINITION 5. Ein Ring R hei& gefiltert, wenn es eine Folge von 
Untermoduln gibt: 
em-2 R-,> RO> RI> .-a 
derart, da13 
(1) nR, =0 (2) u R, =R (3) JLR, C Rm+n .
DEFINITION 6. Eine Funktion v mit ganzzahligen Werten, einschlieBlich 
co, die auf einem Ring R definiert ist, heiDt Pseudobewertung, wenn 
1. 0(x)=000x=0. 
2. v(x - y) > min (v(x), v(y)). 
3. v(xy) a V(X) + v(y). 
Steht in 3. das Gleichheitszeichen, so heiDt v eine Bewertung auf R. 
1st R ein gefilterter Ring, so ist v(x) = sup {i, x E Ri} eine Pseudo- 
bewertung auf R. 1st v eine Pseudobewertung auf R, so wird R durch 
Ri = {x E R, v(x) > i} gefiltert. Jedem gefilterten (pseudobewerteten) Ring 
R hi& sich ein Ring G(R) zuordnen, der wie folgt definiert ist: Seine additive 
Gruppe ist die direkte Summe 0% R,/R,+,; sind x =x xi + Ri+l , 
y = Cyj + Rj+l Elemente aus G(R), so ist ihr Produkt definiert durch 
z = XY = C zlc + Rkfl mit zk = Ci+j-k xjyj . G(R) ist genau dann Integri- 
titsbereich, wenn v eine Bewertung auf R ist. Ein Integritatsbereich erfiillt 
die (Rechts-) Ore-Bedingung, wenn je zwei Elemente a, b ein gemeinsames 
(Rechts-) Vielfaches m = au’ = bb’ besitzen. 
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Beweis ~071 Sate 5. Es sei B = A[X; r1 , ~a ,...I und f(X) # 0 ein Ele- 
ment aus B. Durch gradf(X) = min {i, ai # 0}, grad 0 = CO, wird auf B 
eine Bewertung gegeben: Bedingungen 1. und 2. sind klar. Sei 
x =f(X) = f X%zi , y=g(X)=fXjb,, 
12 wl 
grad x = n, grad y = m, so ist 
Wegen 7s = 0 ist 
xy = c Xia,Xjb, . 
i=m,... 
j=m,... 
XnanXn”b, = Xn+m(un~lm) b, + hohere Potenzen von X, 
also grad xy = n + m, d.h. gradf(X) ist eine Bewertung auf B. 
Die zugehiirige Filtrierung ist durch 
B, z XiA + Xi+lA + . . . fiir i > 0, 
Bi = B fiir i<O 
gegeben. Wir zeigen, da13 fur den assoziierten gradierten Ring G(B) gilt 
G(A[X; ,rl , TV ,...I) N A[X;TJ. 
Jedes Element x aus G(B) 1% sich in der Form x = xi Xia, + Bi+l schrei- 
ben. Also ist x --+ f = C X%z, E A[X; rr] ein Isomorphismus der additiven 
Gruppen von G(B) und A[X; ~~1. Seien 
x = 1 Xiai + Bi,l , 
Elemente aus G(B). Dann ist 
y = c Xjb, + Bj+l 
xy = c ( c X%,X36,) + B,,, = c ( c Xi+~(&) 6”) + Bk+l . 
k i+j=k k i+j=k 
Also ist x -+ t ein Ringisomorphismus. A[X; ~~1 aber erfiillt die (Rechts-) 
Ore-Bedingung. Dann folgt Satz 5 aus dem Einbettungssatz von Cohn. 
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